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Consideriamo il Problema di Cauchy non caratteristico per 
sistemi pseudodifferenziali del 1° ordine iperbolici. E' noto che per 
tali operatori il problema di Cauchy è in generale mal posto in C®, a 
meno che il sistema sia simmetrizzabile (in particolare strettamente i- 
perbolico). 

L'iperbolicità, nel caso dei coefficienti variabili, carat- 
terizza la varietà caratteristica, ma è condizione solo necessaria (Teo 
rema Lax-Mizohata) affinché il problema di Cauchy sia ben posto in Cc, 
se i dati sono C° (diversamente dal caso analitico e iperfunzioni [ 3] , 
[12]). 

In generale si devono dare condizioni non solo sul simbolo 
principale, ma anche sui termini di ordine più basso: anche per i siste- 
mi a coefficienti costanti, del resto, la condizione necessaria e suffi- 
ciente in C° è la iperbolicità (Garding [7]), che, in questo caso è con- 
dizione anche sui termini di ordine inferiore. 

Tranne il caso a coefficienti costanti (equazioni e sistemi) 
non si ha una caratterizzazione degli operatori per i quali il (C.P.) è 
ben posto (esistenza e unicità): i risultati sono parziali e non si ri- 
feriscono che a casi particolari (per la molteplicità costante condizio 
ne Levi). 

Molti autori hanno studiato sistemi la cui parte principale 
è diagonalizzabile: per una bibliografia esauriente si rimanda a Horman 
der [9], Kumano-go [13], Petkov M6], [17]. 

Per sistemi la cui parte principale non è diagonalizzabile 
si hanno risultati in casi particolari soltanto. 

Consideriamo sistemi il cui simbolo principale non è diago- 
nalizzabile, ma a caratteristiche di molteplicità costante: supponendo 


verificata una condizione tipo Levi si costruisce una parametrix de] 
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(C.P.) in forma di operatore integrale di Fouriér. 

11 vantaggio di questo metodo rispetto alle tecniche di sti 
me a priori (disuguaglianza d'energia [20]) è che permette di scrivere 
in forma "esplicita" la soluzione e di precisare quindi il .suo comporta- 
mento in C°, ma anche negli spazi di Soboîev e di ottenere risultati glo 
bali per la propagazione e la riflessione delle singolarità. 

Questa idea, ormai "classica", di risolvere il (C.P.) è do- 
vuta a d. Chazarain [4] che l'ha introdotta nel caso di una sola equazio 
ne: per i sistemi sorgono tuttavia difficoltà nuove, proprie dei sistemi 
stessi. 


Le notazioni usate sono quelle di Hòrmander [8]: 


Sia X' una varietà ra compatta, di dimensione n, sia X = R x w'; 
x = o x') la variabile inXe o E 3 EE") e T*X. 

si nota C° = C°(X) il fibrato delle densità di ordine 1 su X. 
Gli operatori pseudodifferenziali considerati ammettono sviluppo in simbo 
li omogenei (classici) e noteremo q il simbolo principale di un operatore 
Q. 

Sia dato l'operatore P: 


(1.1) P(x,D) = Dro - Ax? xa Di) 
ove A è una matrice R x R di operatori pseudodifferenziali in X', regola- 
ri inx >. A= (i) Ale c°R, L')) i.d=t R | 

Non è troppo restrittivo considerare sistemi del tipo (1.1), 
perché qui non si richiede la diagonalizzabilità del simbolo principale, 
e questo permette di ridurre alla forma (1.1) operatori (diff in xo £ 


pseudodiff in x') del tipo: 


S m 1 j o R m-j ' 
(1.2) L= 4 ), An 5 LA ela 0) 


ma anche sistemi (diff in x, € pdo in x'). 


a a k 
( È ! is] = Ias 
(11.3) Do $i + z Nim -k0* 29,19 Tsi n 
AJ e C°(Rx I) 
1,mj-k 


Infatti il sistema (1.3) si scrive: 


(1.4) pri vi E Moi fia, p_.)D° w % 
0 jo ksm.-1 va) (o) 
J 
e con la sostituzione: 
U. = 99° Mia 1Sksm,, 
m;(i-1)+K Xo i i 


ove / è un operatore pseudodiff. di simbolo |E'|.il sistema (1.4) si ridu 


ce alla forma (1.1) conR =) m, e, che è importante, il polinomio carat- 
i 
teristico del simbolo principale (polinomio in E) rimane lo stesso. 


Supponiamo che P sia un sistema iperbolico di molteplicità 


costante, cioè P verifica la condizione seguente: 
& a 
(H) det p= ]]q Gal) E 08) 


ove I, sono funzioni C° a valori reali e AE!) FAI _(x.E') 


v(x.E'), ya # B, r sono interi > 1 con b% r_ = R 
(04 È (04 


Il problema di Cauchy (globale) si formula allora come segue: 
data f € C° (x), ge C°(x") determinare u € C° (Xx): 


(C.P.) Pu=f uf, «“g 
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Se ca 1 va, l'operatore P è strettamente iperbolico e quin 
di simmetrizzabile (3 cioè una matrice hermitiana r_, Fi = @eI c$0 
tale che ro. è hermitiana): com'è noto il (C.P.) è ben posto per i siste- 
mi simmetrizzabili. Ma se la molteplicità PO > 1 assume un ruolo impor 
tante il nucleo Ker p COME €'), &'); in particolare se 
dim Ker p ie) = Y9 (p si diagonalizza) si può costruire una 
parametrix per il (C.P.) senza aggiungere condizioni (Demay [ 5]). 

Se invece dim Ker p (x3A 038 )3E") =1 Wo e l'operatore 
è differenziale si ha una condizione necess. e suff. [10] affinché il 
(C.P.) sia ben posto "localmente" ma questo caso, con qualche accorgimen- 
to [181], [1], si può ricondurre a quello di una sola equazione e si può 
provare che allora la condizione posta equivale alla condizione di Levi 
scalare. 

Se poi dim ker p(x; I EE") è localmente costante e di 
più vale 10 Re” 1 wa si ha una condizione sufficiente - di tipo Levi - 
[17] che permette di costruire una parametrix per (C.P.). Altri risulta- 
ti si riferiscono ai casi Pn 20 Pa” 3 rispettivamente. 

L'idea di semplificare il problema riducendo il simbolo prin 
cipale (non diagonalizzabile) alla sua forma normale di Jordan non si ri 
vela opportuna che in alcuni casi particolari [10], [18] perché sia la 
forma normale che l'operatore di riduzione dipendono con discontinuità 
dalla matrice originale: il problema di trovare una "forma normale" (più 
semplice possibile) a cui ridurre una famiglia di matrici per mezzo di 
una trasformazione regolare è risolto per ora solo nel caso olomorfo [11 

Si è cercata allora una condizione che sia una estensione 
"naturale" della condizione di Levi classica (scalare) che è necessaria, 
sufficiente, invariante per trasformazioni canoniche. 

E' ben noto che essa equivale, nel caso scalare, alla condi- 


zione di decomponibilità, secondo la seguente definizione: 
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r, 
Def. (L): ùn operatore Pa molteplicità costante, p = II d0 
(04 
è decomponibile rispetto dg se 


r A 
_ B j 
(L) Ps DL B, Qi 


ove B; € LR"80x) e Qg ha simbolo (principale) LA 


Nel caso di un sistema si introduce dapprima Ja definizione 


di sistema cofattore: 


Def.: T è un sistema cofattore di P se il simbolo principale 
di Tè” n° matrice dei cofattori di P. 

Se P è un sistema (H),PT e TP sono sistemi iperbolici con 
simbolo principale diagonale di molteplicità costante, 


La definizione di decomponibilità è la seguente: 


Def. L;: un sistema P a molteplicità costante, (det p = 


[I q, la) è decomponibile rispetto dg vB se 3 un sistema cofattore 
(0° 


T tale che: 
rg j 
(L,) ii 
; È 3) t R r 
ove Q, ha simbolo Éprinc) dg € B; a) (B; 5)» B, ce B(x), vath, 


Supposta verificata 1a (L, ), spesso citata come condizione 
di Levi per la sua analogia con il sui scalare, Demay [5] ha dato la 
costruzione di una parametrix se Pi $ 2 VasBerzin-Vaillant [2] per il 
caso differenziale. 


La (L,) però non è condizione necessaria, di essa si può da 
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re la seguente estensione: 
Def. (L,) un sistema P a molteplicità costante verifica la 


condizione (L,) se 3 un sistema cofattore T, tale che: WB, Y(s.t) J 


interì né n8 tali che: 
t s 


(L,) i = La,a 
2 t jzo th B 
R-rg la 
ove B, e L * 0sj "6 , mentre ses =t 
8 B ; 
DI ;€ Bere + Mt > Ns 0<Sjs Tg elite (n, - n.) 


fi ha simbolo 
Se: bis la ? 
principale mo I du 


Gli operatori Bi j cambiano con 8, ma è importante che Bi 


Se pnt v(s.t) la (L,) si riduce alla (L,)- Questa con- 
dizione è introdotta da Kajitani [10] nel caso differenziale a parte prin 
cipale diagonale ed è, in certo senso, suggerita da Leray-Ohya [21] e da 


Volevic [22]. 


Osservazione. Condizioni di Levi equivalenti: la formulazio- 
ne (L) per la condizione di Levi è forse la più "evidente". Limitandosi, 
per semplicità, al caso scalare, ricordiamo la formulazione di Mizohata- 
-Ohya data mediante l'annullarsi, sulla varietà caratteristica, dei sim- 
boli (invarianti), la definizione di Flashka-Strang, la più nota, for- 


se: sia P € La): 


VI-9. 


(Lf) va, x°e X, y $ funz. caratteristica di molteplicità Ro 


MI a: ‘RVE ni i 
in x (q_(x39,)) =D 4 UNE, ) #0) si ha 
e''P9 pla e'P9) < o (Ra) = pd» 
vae Co) d, #0 susuppa 

oppure l'equivalente di Chazarain [4] 


(Le) Va, ve X e è, funz. caratteristica di molteplicità 9 in x 


ST pisa) e sB+1-ra (x) 
Vae six) e d, # 0 su conesupp a 


L'estensione al caso sistema di queste osservazioni si fa in modo "natu- 
rale". 


Supposta verificata la (L,) si ha il seguente: 


‘Teorema. Sia P il sistema iperbolico (1.1) e verifichi (H) 
e (L,), allora 3 una relazione canonica Ci e un operatore integrale di 
-1-1 C) 
Fourier K, e 1"! Age Di JU de dik RI 
lo) 


to to tolt 
o 


Ci 


(1 (o) 
m=max m_, m =max r +n o -n 
o a È S 
(o) Sat 
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2. COSTRUZIONE DEL NUCLEO DEL PROBLEMA DI CAUCHY 


La costruzione dell'operatore K, è, nelle linee essenzia- 


t 
" ; ; (o) i a lla 
li, la stessa, ormai classica, del caso scalare: così ci si limita a 
sottolineare quanto di nuovo interviene per il caso dei sistemi. 

La definizione della relazione canonica C, è Classica: 


dalla fattorizzazione det p = Ilq, q, 068) Ss Eo - 1° (x,E') si asso- 
(07 
cia a 9 la relazione bicaratteristica Na 


C, = {(XE; y,n) e N, x Ni (x,E)e (y,n) appartengono alla stessa biracatt} 
N = 9" (0) c T*XK0 
(07 o b 
Per composizione con l'operatore di restrizione su x = 
o 
= {x; x_ = t }, si definisce la relazione canonica C, =U C 
(o) (o) to (1 at, 
ove 
G 


at, = {(x,E; yin') (x,E) appartiene alla bicaratteristica di 9, uscente 
da (t0° ya x lto y'in'), n')}. 
E' opportuno disporre di una carta locale per Cat ottenuta 


mediante una funzione di fase è: 


Proposizione. Sia $ la soluzione (in un intorno conico T di 
un punto (x°, n'9)) dell'equazione d, 0694) =D d/, = <x', n'>, allora 


localmente Cat è immagine del diffeomorfismo locale® 
lo) 


(x,n') bd (X391 di » n') 


Definita la fase d: d(x, y', n') = d(xan')- <y"> TA è localmen- 


BE 4 U ' 1 Tia vi d bi ' = 0. 
te della forma A, = Dx dk Y> di) per (x,y'.n') dn (say sn!) 


VI-11. 


Costruzione di K, € I bia (XX',C, ) 
& (0) (o) 
-1-1/4 3 
Cerchi amo K si L Kt , Kt = Po 1-4 (XX ot ) 
o lo) o lo) 
(04 
m, = max (Fr, + * n) 


della forma fot = T Et s con Et soluzione di 
(2.1) PT E =0., TE 
(07 

ove Id = E I, 
(03 
Proposizione. Con le notazioni precedenti si ha: 


E 
(2) aL ip ge nice) | 
a ‘a o a EE") 


Dimostrazione. Si scrive, per il teorema dei residui: 


4 @ co 
Id = | (zI-a(x,E')) dz = 2_ Res( detp * 0) > 
Y (02 
1 tgp 30 
Lr 4 n 2 
Ù a > (o) a !z= i 038") 


ove y è curva chiusa di indice 1 rispetto ,* IE"): Ya. 


Da questa decomposizione segue che, per ricostruire l'identi- 


È, I, ove 
(6? 


tà Id 
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e questa è la differenza più significativa rispetto al caso scalare e 


diagonalizzabile. 


Equazioni di trasporto: è sufficiente costruire Et , solu- 
(o) 


zione di (2.1) vo: si determina come sviluppo asintotico i cui termi- 
ni sono soluzioni delle equazioni di trasporto: la condizione Levi impli 
ca che le equazioni di trasporto si riducono a equazioni diff. ordina- 
rie lungo le bicaratteristiche,di grado ri (molteplicità della bicaratt 
Cat 

Se Ha denota, per semplicità, il campo Hamiltoniano e la cor 


rispondente derivata (di Lie) si ha la seguente: 


(o DIN 1 
n, «n =Rir 7 


RCORVRE _ nai S cl ‘s a 4 ’ 
Proposizione: sia A = (A) A, e I (XX Cat ) 
se P verifica (L,) si ha 
tel 
S ts 4 \ 
(PTA), € ] (X,X lot ) 
o 
e il suo simbolo principale è dato da: 
r r 
v INNS ), 1, arl 1 
(2.3) IL, H, a+, (c,i H, + 000 + Ct) 
da I, 


i iu 35 ‘oi PURE: 
ove al è simbolo principale di A e v è la composizione con la proiezione 


Cato + T*(x). 


(*) Si è supposto qui, per semplificare, che în (L,) sia, per n“ N < 0, 


BI i perte! 


réjgsr-(n,-n}. 
vs per j ( A ) 
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Notato H il sistema (HI) ove 


Î & cda T.,. Il Ya=1 
(2.4) H = Ù, i Lt CH H, "ETRO. 
q 
PA È 
H=silh HO I + termini di ordine più basso 
q 


così H è un sistema diff ordinario di ordine La (lungo la bicaratt Coi ), 
1.0 


non caratt a x =t . 
(0) (o) 


Costruzione di Egt (supponiamo o fissato e lo depenniamo nè] 
Co) 


seguito per semplicità di notazioni). 


Determiniamo lo sviluppo asintotico 


o ES 
E, =E +E, +... ove E, = (A) 


r-R+N]-Ns- 


-R+n - 
er r n Ns (x) 


1. 
4 (X,X',C_, ). I simboli principali aj e S 
oto 


sono soluzioni del seguente problema di Cauchy ordinario: 


Ha.) = 0 
h 

de. li =0,hs$r-2 
pel 1 

d (a). = — cu i 
X%, (o) LA IL, ; 


qui a, > (87) e l'ultima condizione rispetta l'omogeneità. 


Segue allora: 
mr pente 


‘a ‘0 
PIE € I ' P. Cu 
E, (X,X Cat ) m, = max 1A + n n) 
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e il simbolo principale di 


r-1 co 


1 6 
tes è dato da 3 d, pl, poiché: 
lo) a ?o o 
ig 1 1 n co S n,7Ns-1 
T (1 agonia dle, e RAS 
T(e ali n I d; pl, 4, ro (1) res! 
O) a ?0 (o) 


D) 
Pai 
+ 
5 
+ 
+ 
» 


Costruiamo E, 1 MEZZE È 


_ 5 Si - n - R+r-h-1/4 
ove fi, = (A3) >» Ap € tg S 


e il suo simbolo principale a, = (a’_) è soluzione del seguente Problema 


h 
di Cauchy ordinario: 


H(a,) = fr 
j i i 
d'a = 0 0<j<r-1-h 
x hl 
(o) t 
(o) 
r-1-h ho -1 : 
Lo LIL = bd Te! 
(o) (0) (o) (07 0 
rel 
r-h _ ( ) h-1/1 
di Sale "at li 
(o) (0) (0) a 0 


ove fi è la matrice simbolo il cui termine (1,s) è il simbolo principale 


di (PT(E, + A, +0. + Ap) che appartiene a Sri Maio segue quindi: 

mr- 1 , 
PIE +E) EI a ag Toe, + le, ha simbolo principale I, + $,» 
Po gMar! 2 


Allo stesso modo si costruisce E = B,t cina È B,> 122e il 


risultato segue per induzione. 


VIS. 


La parametrice data nel teorema permette, metodo ormai stan- 
dard, di costruire la soluzione del problema di Cauchy. 
Per provare l'unicità basta imporre la condizione (L,) anche 


per un sistema cofattore "a sinistra". 
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